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クラスP，NPと多項式時間帰着



判定問題
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判定問題 (Decision problem)
出⼒が 1 (Yes)，0(No) だけに限られる問題

判定問題の例 (素数判定問題)

出⼒ 𝑛 が素数なら 1，そうでないならば 0 を出⼒する．
⼊⼒例 ⾃然数 𝑛

より⼀般的には，
Yesの⼊⼒例の⾔語 𝐿 ⊆ {0, 1}∗ により判定問題を記述する．

例えば，上記の素数判定問題は 𝐿＝PRIME ∶= { 𝑛 | 𝑛 は素数} で表せる．

クラスP，NPは判定問題に関する計算量クラス



クラスP
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クラスP
決定性多項式時間アルゴリズムで判定可能な判定問題のクラス

例 RELPRIMES ∶= {(𝑥, 𝑦) | 𝑥, 𝑦 は互いに素}
問題例 (𝑥, 𝑦) に対して Euclid のアルゴリズムを⽤いることで
多項式時間で判定可能．



クラスNP
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クラスNP
答えが Yes である問題例に対して，多項式時間で検証できる証拠 (witness)が
存在する判定問題のクラス

例 COMPOSITES ∶= { 𝑥 | 整数 𝑝, 𝑞 > 1 に対して 𝑥 = 𝑝𝑞}

問題例 𝑥 に対して 𝑤 = 𝑝, 𝑞 が証拠

クラスNPは次のように⾔い換えられる．
⾮決定性多項式時間アルゴリズムで判定可能な判定問題のクラス

NPのNは⾮決定性 (Nondeterministic) に由来する．



決定性計算と⾮決定性計算の違い
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決定性計算

⾮決定性計算

⋯

⋯

受理／拒否

受理

拒否

どれか1つの計算の枝が受理すれば，
⾮決定性アルゴリズムは受理する．



多項式時間帰着
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多項式時間帰着 𝑓
⾔語A に対する問題を⾔語B に対する問題に変換する関数𝑓 で次を満たすもの．

・𝑓は多項式時間アルゴリズムで計算できる
・𝑥 ∈ A ⟹ 𝑓(𝑥) ∈ B かつ 𝑥 ∉ A ⟹ 𝑓 𝑥 ∉ B (すなわち，𝑥 ∈ A ⟺ 𝑓(𝑥) ∈ B)

多項式時間帰着𝑓 と⾔語Bの判定問題を多項式時間で解くアルゴリズム𝑆 があ
れば，⾔語Aの判定問題を多項式時間で解くアルゴリズム𝑅 が構成可能．

𝑥
𝑓

𝑏𝑆
𝑓(𝑥) ∈ B?

𝑓(𝑥)
𝑅 ⾔語Bの判定問題は少なくとも

⾔語Aの判定問題を解くこと以上に難し
い．
問題の困難さを⽐較できる！



NP困難，NP完全
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P

NP完全

問題P がNP困難
NPに含まれる全ての問題が
問題P に多項式時間帰着する．

NPに属するどの問題と⽐べても，
少なくとも同等以上に難しい！

問題P がNP完全
問題P がNP困難かつNPに属する．

NPで最も難しい！

NP

NP困難



NP完全問題の例 CNF-SAT，3SAT
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CNF-SAT ∶= { 𝜙 | 𝜙 は充⾜可能なCNF論理式}

問題例 𝜙 = (𝑥" ∨ ¬𝑥#) ∧ (¬𝑥" ∨ 𝑥$)

証拠 𝑤 = (𝑥" = 1, 𝑥# = 0, 𝑥$ = 1)

充⾜可能

問題例 𝜙 = 𝑥" ∨ ¬𝑥# ∨ ¬𝑥$ ∧ ¬𝑥" ∨ 𝑥$ ∨ ¬𝑥% ∧ ⋯∧ (¬𝑥& ∨ 𝑥' ∨ ¬𝑥()

CNF 全ての節 ( )が AND ∧ でつながれ，
全ての節の中⾝のリテラルをOR ∨ でつながれたもの．

3SAT ∶= { 𝜙 | 𝜙 は充⾜可能な3CNF論理式}



NP完全問題の例 INDSET
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INDSET ∶= { (𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺はサイズ 𝑘 の独⽴集合をもつ}

グラフ𝐺 の独⽴集合 𝐼とは，
グラフ𝐺の頂点の部分集合𝐼であり，
𝐼の異なる2頂点間に辺が存在しないもの．

問題例

(𝐺 = , 𝑘 = 4) 証拠 𝑤 = 頂点 0, 2, 6, 8

0

1

2 3

456

7
8

9



NP完全問題の例 3COLOR
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3彩⾊問題とは
隣接するグラフの頂点どうしが同じ⾊にならないように，
頂点を3つの⾊だけを⽤いて彩⾊する問題．

3COLOR ∶= { 𝐺 | グラフ𝐺は3彩⾊可能}

問題例（3彩⾊可能）

𝐺 = 𝐺 =

問題例（3彩⾊不可能）
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パラメータ化計算量



問題がNP困難だったら？
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解きたい問題がNP完全，NP困難であると証明されていたとしたら．．．

最悪ケースの問題を解こうとしても，
⼊⼒のサイズが⼤きくなってしまえば⼿に負えない．

この問題に対してどのように向き合うか？

・近似アルゴリズムの利⽤

・平均ケース計算量解析

・ヒューリスティック（発⾒的アルゴリズム）の利⽤

パラメータ化計算量はこの問題に対する別のアプローチ



パラメータ化計算量への動機
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もし，実応⽤上特殊ケースの問題例だけを扱う場合には，
その特殊ケースで問題が速く解けることが保証できたら嬉しい．

解きたい問題がNP完全，NP困難であれば，
最悪ケースの問題例に対して効率的なアルゴリズムが存在ない．

パラメータ化計算量
計算量を⼊⼒のサイズ 𝑛 のほかにパラメータ 𝑘 を導⼊して評価する．

これを扱うための
フレームワークはあるか？



CNF-SAT にパラメータを導⼊する①
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・各節におけるリテラルの最⼤数を 𝑘 とする．

𝑘 = 2 のときは， 2SAT なので多項式時間で解ける．
𝑘 = 3 のときは， 3SAT なのでNP完全問題．

𝑘 = 2 から 3 に変化するだけで，劇的に難しくなる．

𝜙 = ◯ ∨◯ ∨ ⋯∨◯ ∧ ⋯∧ ◯ ∨◯ ∨ ⋯∨◯

◯ が最⼤ 𝑘 個



CNF-SAT にパラメータを導⼊する②
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・論理式が 𝑘 変数以下，論理式の⼊⼒⻑を 𝑛 とする．

パラメータ 𝑘 の部分を固定すれば，計算量は⼊⼒⻑の多項式と⾒なせる．

𝜙(𝑥", ⋯ , 𝑥)) = ◯ ∨◯ ∨ ⋯∨◯ ∧ ⋯∧ ◯ ∨◯ ∨ ⋯∨◯

◯ は 𝑥", ¬𝑥", ⋯ , 𝑥), ¬𝑥) のいずれか．

変数の割当てを全数探索するアルゴリズムの計算量は

2) K 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)



CNF-SAT にパラメータを導⼊する まとめ
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パラメータ 𝑘 導⼊部分 𝑘 = 2 𝑘 = 3 𝑘 = 4

節中のリテラルの最⼤個数 𝑘 Easy Hard Hard

論理式が 𝑘 変数以下 Easy Easy Easy

CNF-SAT にパラメータを導⼊することで，問題の違った側⾯が⾒えてくる．

Easy: 𝑘 を固定すれば，⼊⼒⻑ 𝑛 の多項式時間で解ける．

Hard: 𝑘 を固定すれば，𝑛 の多項式時間で解くことが難しいだろう．
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クラスFPT，para-NPとFPT帰着



パラメータ化問題とFPTアルゴリズム
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パラメータ化問題
⼊⼒例の⾔語 𝐿 ⊆ 0, 1 ∗ × ℕ により判定問題を記述する．

FPTアルゴリズム
パラメータ化問題例 (𝑥, 𝑘) を⼊⼒として受け取り，
ある計算可能関数 𝑓 を⽤いて

𝑓 𝑘 K 𝑝𝑜𝑙𝑦(|𝑥|)

で動作時間が上から抑えることができるアルゴリズムのこと．

𝑓 𝑘 は計算可能関数であればよいので， 𝑓 𝑘 が指数関数でもよい．

この部分は 𝑘 に依存しない．



FPTアルゴリズムの例，クラスFPT
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𝜙 = ◯ ∨◯ ∨ ⋯∨◯ ∧ ⋯∧ ◯ ∨◯ ∨ ⋯∨◯

◯ は 𝑥", ¬𝑥", ⋯ , 𝑥), ¬𝑥) のいずれか

変数の割当てを2) 通り全数探索し，
論理式の充⾜可否をチェックするアルゴリズム

para-CNF-SAT ∶= { (𝜙, 𝑘) | 𝜙 は𝑘 変数以下の充⾜可能なCNF論理式}

このアルゴリズムはFPTアルゴリズム2) K 𝑂(𝑛)時間計算量

クラスFPT
パラメータ化問題に対して，決定性FPTアルゴリズムで判定可能な問題のクラス



FPTアルゴリズムではない例
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para-INDSET ∶= { (𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺はサイズ 𝑘 の独⽴集合をもつ}

0

1

2 3

456

7
8

9

サイズ 𝑘 の頂点部分集合をすべて全数探索し，
その部分集合が独⽴集合であるかチェックするアルゴリズム

時間計算量が 𝑓 𝑘 K 𝑝𝑜𝑙𝑦(|𝑥|) と表記できないので
このアルゴリズムはFPTアルゴリズムではない．

𝑛
𝑘 K 𝑂 𝑘# = 𝑂 𝑛) ・𝑂 𝑘# = 𝑂 𝑘# ・𝑂(𝑛))

𝑘 に依存している！時間計算量

INDSET がクラスFPTに属さないと予想されている．（後ほど説明します）



クラスpara-NP
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クラスpara-NP
パラメータ化問題に対して，⾮決定性FPTアルゴリズムで
判定可能な問題のクラス

Fact P = NP ⇔ FPT = para-NP

para-NPに属する問題の例

para-INDSET ∶= { (𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺はサイズ 𝑘 の独⽴集合をもつ}

para-COLOR  = {(𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺 は 𝑘 彩⾊可能} 



FPT帰着
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FPT帰着 𝑓
⾔語 A に対する問題を⾔語 B に対する問題に変換する関数𝑓で次を満たすもの．

・𝑓はFPTアルゴリズムで計算できる
・(𝑥, 𝑘) ∈ A ⟺ 𝑓 𝑥, 𝑘 = (𝑦, 𝑑) ∈ B
・ある計算可能関数 𝑔 が存在し 𝑑 ≤ 𝑔(𝑘)

(𝑥, 𝑘)
𝑓

𝑏𝑆
𝑓(𝑥, 𝑑) ∈ B?

𝑓(𝑥) = (𝑦, 𝑑)
𝑅

FPT 帰着𝑓 と⾔語B に対する判定問題を解くFPTアルゴリズム 𝑆 があれば，
⾔語A の判定問題を解くFPTアルゴリズム 𝑅 が構成可能．

FPT帰着𝑓 に
B ∈ FPT ならば A ∈ FPT
である性質をもたせるため．



なぜ，「ある計算可能関数 𝑔 が存在し 𝑑 ≤ 𝑔(𝑘)」?
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・帰着𝑓 の時間計算量 ℎ* 𝑘 K 𝑝𝑜𝑙𝑦*(|𝑥|)
・Bを解くFPTアルゴリズム𝑆 の時間計算量 ℎ+ 𝑑 K 𝑝𝑜𝑙𝑦+(|𝑦|)

(𝑥, 𝑘)
𝑓

𝑏𝑆
𝑓(𝑦, 𝑑) ∈ B?

𝑓(𝑥, 𝑘) = (𝑦, 𝑑)𝑅

𝑅の時間計算量

ℎ, 𝑘 K 𝑝𝑜𝑙𝑦, 𝑥 + ℎ+ 𝑑 K 𝑝𝑜𝑙𝑦+ 𝑦

もし𝑑 が 𝑛 = |𝑥|に依存しない 𝑔(𝑘)で抑えれれなければ，
𝑅はFPTアルゴリズムでないことがあり，B ∈ FPT ⟹ A ∈ FPTを保証できない．

ℎ+ 𝑑 は計算可能関数なので
指数関数である場合もある！



FPT帰着の例
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para-CLIQUE   = {(𝐺, 𝑘) | 𝐺 は
サイズ 𝑘 以上のクリークをもつ} 

para-INDSET ∶= {(𝐺′, 𝑘′) | グラフ𝐺は
サイズ 𝑘 以上の独⽴集合をもつ}

0

1

2 3

4

0

1

2 3

4
FPT帰着𝑓

𝑓: 𝐺, 𝑘 ↦ (𝐺̅, 𝑘)

𝐺̅ ∶ 𝐺 の補グラフ

（⾮パラメータ） CLIQUE から INDSET の多項式時間帰着の⼿法を
para-CLIQUE から para-INDSET の帰着に適⽤できる．

しかし，FPT帰着では多項式帰着の⼿法をそのまま適⽤できない例もある．



FPT帰着でない例
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para-Vertex-Cover ∶=
{(𝐺′, 𝑘′) | グラフ𝐺はサイズ 𝑘 以下の

頂点被覆をもつ}0

1

2 3

4
帰着𝑓

para-INDSET ∶= {(𝐺′, 𝑘′) | グラフ𝐺は
サイズ 𝑘 以上の独⽴集合をもつ}

0

1

2 3

4

𝑓: 𝐺, 𝑘 ↦ (𝐺, 𝑉 − 𝑘)

𝑔(𝑘)で抑えらないのでFPT帰着ではない．

（⾮パラメータ）問題Aから問題Bへの多項式時間が存在しても，
その問題をパラメータ化した場合，常にFPT帰着が存在するか明らかでない．



para-NP困難，para-NP完全
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問題P がpara-NP困難，
para-NPに含まれる全ての問題が問題P にFPT帰着する．

問題P がpara-NP完全とは，
問題P がpara-NP困難かつpara-NPに属する．

para-NP完全問題の例

グラフの彩⾊問題 COLOR 

para-COLOR  = {(𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺 は 𝑘 彩⾊可能} 

FPT

para-NP
完全

𝑘 = 3 でNP完全問題

para-NP

para-NP困難



問題のパラメータ化での⽐較
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問題 para-CNF-SAT para-INDSET para-COLOR

パラメータ𝑘
導⼊部分 変数の最⼤数 独⽴集合のサイズ 彩⾊数

パラメータ化問題は
FPTに属する？ ✔ ✖

ETHが正しいなら✖ ✖

𝑘 を固定すれば
多項式時間で解ける？

✔
多項式の次数は
𝑘 に依存しない

✔
多項式の次数は
𝑘 に依存しそう

✖
𝑘 によって
NP完全問題

パラメータ化問題は
para-NPに属する？ ✔ ✔

✔
para-NP完全

para-INDSET の計算困難さをより正確に捉える計算量クラスはあるか？



30

回路，Weighted-Circuit SAT問題，クラスW[t]



回路のdepthとweft
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回路のdepth
⼊⼒と出⼒を結ぶ最⻑パスが含む論理ゲートの個数のこと．

Fan-inとは，論理ゲートの⼊⼒数のこと．

回路のweft
回路において最も多くのunbound fan-in ゲートを通る⼊⼒と出⼒を結ぶパスでの
unbound fan-inのゲートの通過数．



回路の例
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論理式の集合 3SAT ∶= { 𝜙 | 𝜙 は充⾜可能な3CNF論理式}

任意の論理式 𝜙 ∈3SAT は，
depth ≤ 3 (定数)，weft=1 
で表現できる．

例 𝜙 = (𝑥" ∨ 𝑥# ∨ ¬𝑥$) ∧ (𝑥# ∨ 𝑥% ∨ ¬𝑥&) ∧ (𝑥" ∨ ¬𝑥$ ∨ 𝑥%) の回路

∧

𝑥# 𝑥$ 𝑥% 𝑥& 𝑥'

¬

¬¬

out
unbounded fan-in ゲート

bounded fan-in ゲート
∨∨∨



Weighted circuit SAT，クラスW[t]
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パラメータ化問題 Weighted weft 𝑤 depth 𝑑 circuit SAT
WCS (𝑤, 𝑑) ∶= {(𝐶-,/, 𝑘) | 1がちょうど 𝑘 個割り当てられる⼊⼒で充⾜可能}

𝐶-,/ はweft 𝑤以下，depth 𝑑以下の決定回路（出⼒が {0, 1}）のこと

クラスW[𝒕]
パラメータ化問題P が W[𝒕] に属するとは，
問題P から定数深さ 𝑑 ≥ 1 の WCS (𝑡, 𝑑) 問題へのFPT帰着が存在すること．



INDSET ∈ W[1]

34

𝑎

𝑏 𝑐

𝑑 𝑒

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒

¬ ¬ ¬ ¬ ¬

∨ ∨ ∨∨

∧

∨ ∨ ∨

out

para-INDSET ∶= {(𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺は
サイズ 𝑘 以上の独⽴集合をもつ} weft 1，depth 3 回路 𝐶",$

FPT帰着𝑓



para-DOMINATING SET ∈ W[2]
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𝑎

𝑏 𝑐

𝑑 𝑒

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑒

∨ ∨

∧

out

para-DOMINATING SET ≔
{(𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺はサイズ 𝑘 の

⽀配集合をもつ}
weft 2，depth 2 回路 𝐶#,#

FPT帰着𝑓

𝐺 の頂点の部分集合 𝐷が⽀配集合とは
∀𝑢 ∈ 𝑉 ∖ 𝐷 に対し，∃𝑣 ∈ 𝑉 s.t 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸

∨ ∨∨



W[t]困難，W[t]完全
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問題P がW[t]困難
W[t]に含まれる全ての問題が問題P にFPT帰着する．

問題P がW[t]完全
問題P がW[t]困難かつW[t]である．

W[1] ⊂ W[2] ⊂・・・
のような階層構造をとる．

W 階層

Para-NP

FPT

W[1]

W[2]

W[t]

⋮



W[1]完全問題とW[2]完全問題の例
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W[1]完全問題の例

para-CLIQUE   = {(𝐺, 𝑘) | 𝐺 はサイズ 𝑘 以上のクリークをもつ} 
para-INDSET ∶= {(𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺はサイズ 𝑘 以上の独⽴集合をもつ}

W[2]完全問題の例

para-SET-COVER   = {(𝑈, 𝒮 = 𝑆", ⋯ 𝑆|𝒮| , 𝑘) | 𝑈 は 𝒮 から𝑘 個の
部分集合を選び頂点被覆をつくれる．}

すなわち，∃Λ s.t. 𝑈 = ⋃2∈4𝑆2 ⋀ |Λ| = 𝑘

※ 𝑈 は全体集合， 𝑆2 は 𝑈 も部分集合．

para-DOMINATING SET ∶= {(𝐺, 𝑘) | グラフ𝐺はサイズ 𝑘 の⽀配集合をもつ}



W[1]と指数時間仮説(ETH)
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指数時間仮説(ETH)
𝑛 変数の 3SAT は時間 25(7) では解くことができない．

Fact ETH が成り⽴てば 𝑘-CLIQUE は時間 𝑓(𝑘) K 𝑛9(") では解くことができない．

ETHが成り⽴てば FPT ≠ W[1]．

P ≠ NP予想よりも強い仮説

すなわち，ETHは FPT ≠ W[1] より強い仮説である！



パラメータ化計算量に関連する仮説

39

ベビーパラメータ化
⾮近似仮説 Baby PIH

[GRS24]

強指数時間仮説
SETH
[IP01]

ギャップ指数時間仮説
GapETH
[Din16]

指数時間仮説
ETH

[IP01]
W[1] ≠ FPT W[2] ≠ FPT

パラメータ化
⾮近似仮説 PIH

[LRSZ20]

[GLR+24]

A Aが成り⽴てばBが成り⽴つことを表す．B

P ≠ NP FPT ≠ para-NP



登場した計算量クラスのまとめ
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FPT

para-NP
完全

問題 para-CNF
-SAT

para-
INDSET

para-
COLOR

パラメータ𝑘
導⼊部分

変数の
最⼤数

独⽴集合
のサイズ 彩⾊数

パラメータ化
問題クラス FPT W[1]完全 para-NP

完全

FPT ⊂ W[1] ⊂ W[2] ⊂ para-NP

W[1]
完全

Para
-NP

W[2]

W[1]

para-NP
困難 W[1]

困難
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暗号で⽤いられる計算問題に関連する
パラメータ化計算量



暗号で⽤いる計算問題とパラメータ化計算量
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・離散対数問題 [FK93]（AAECC-10 1993）
[Che04]（CRYPTO 2004）

暗号で⽤いられる計算問題に関連するパラメータ化計算量

・素因数分解問題 [FK93]（AAECC-10 1993）

・近似最近ベクトル問題 [BBE+21]（ICALP 2018, J.ACM 68 2021）

・近似最短ベクトル問題 [BBE+21]（ICALP 2018, J.ACM 68 2021）
[BCGR23]（STOC 2023）

・近似最⼩距離問題 [BBE+21]（ICALP 2018, J.ACM 68 2021）
[BCGR23]（STOC 2023）

数論ベース

符号ベース

格⼦ベース



素因数分解問題に関連するパラメータ化計算量
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SMALL PRIME DIVISOR 
判定版素因数分解問題．問題例 (𝑁, 𝑘) パラメータ 𝑘
𝑛-bit 数 𝑁 は 𝑛) 以下の⾮⾃明な約数をもつか？

[FK93] SMALL PRIME DIVISOR はクラスFPTに属する
※ この結果はアルゴリズム動作における

計算時間の期待値が 𝑓 𝑘 K log(𝑁) であることに注意



離散対数問題に関連するパラメータ化計算量
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BOUNDED HAMMING WEIGHT DISCRETE LOGARITHM 
𝔽; 上での判定版離散対数問題．問題例 (𝑝, 𝑔, 𝑔<, 𝑘) パラメータ 𝑘
𝑥 を 2進数表記したときの Hamming Weight が 𝑘 以下であるか？

BOUNDED HAMMING WEIGHT DISCRETE LOGARITHM 
𝔽; 上での判定版離散対数問題．問題例 (𝑝, 𝑔, 𝑔<, 𝑘) パラメータ 𝑘
素数 𝑝 が 𝑛 bit であるとき 𝑥 < 𝑛) であるか？

[FK93] 下記2つの問題はクラスFPTに属するか? 



離散対数問題に関連するパラメータ化計算量

45

BOUNDED SUM-OF-DIGIT DISCRETE LOGARITHM 
𝔽=! 上での探索版離散対数問題．問題例 (𝑞7, 𝑔, 𝑔<, 𝑘) パラメータ 𝑘
𝑥 の 𝑞 進数展開 𝑥 = 𝑥> + 𝑥"𝑞 + ⋯ 𝑥7?"𝑞7?" に対し，∑𝑥2 ≤ 𝑘 に制限

𝔽="#$ 上の設定では上の問題は 𝑂(𝑓 𝑘 K 𝑙𝑜𝑔%(𝑞=?")) で解ける．

[Che04] 𝔽=! 上での離散対数問題
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符号と格⼦に関するパラメータ化計算量



線形符号，ハミング距離
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G

線形符号𝐶 𝔽=@ の部分ベクトル空間

𝑚

𝑛

⽣成⾏列

𝐶 𝐺 = 𝐺𝑥 𝑥 ∈ (𝔽())}

Hamming 重み 𝑐 >: =ベクトル 𝑐 の
0 でない成分の個数

Hamming 距離 𝑑(>) 𝑐, 𝑐A ∶= 𝑐 − 𝑐 >

符号 𝐶 の最⼩距離 𝜆 𝐶 := min 𝑐 > 𝑐 ∈ 𝐶 ∖ {0@}

符号 𝐶 と 𝑡 ∈ (𝔽=)@ の距離 𝑑(𝐶, 𝑡) := min 𝑑(>)(𝑐, 𝑡) 𝑐 ∈ 𝐶

𝑐# ∈ 𝐶 𝐺

𝑐* ∈ 𝐶 𝐺

𝑐* + 𝑐#
∈ 𝐶 𝐺



パラメータ化 𝛾-NCP𝑞
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𝛾-近似最近符号語問題 𝛾-NCP𝑞

𝛾-NCP𝑞 = (ΠBCD, ΠE5) ΠBCD = 𝐺, 𝑡 , 𝑘 𝑑(>) 𝐶 𝐺 , 𝑡 ≤ 𝑘}

ΠE5 = 𝐺, 𝑡 , 𝑘 𝑑(>) 𝐶 𝐺 , 𝑡 > 𝛾𝑘}

𝐺 ∈ 𝔽=@×7: 符号の⽣成⾏列， 𝑘: パラメータ

𝑡

𝑡 ∈ 𝔽=@ : ターゲット

符号語

0@



パラメータ化 𝛾-NCP𝑞
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𝛾-近似最近符号語問題 𝛾-NCP𝑞

𝛾-NCP𝑞 = (ΠBCD, ΠE5) ΠBCD = 𝐺, 𝑡 , 𝑘 𝑑(>) 𝐶 𝐺 , 𝑡 ≤ 𝑘}

ΠE5 = 𝐺, 𝑡 , 𝑘 𝑑(>) 𝐶 𝐺 , 𝑡 > 𝛾𝑘}

𝐺 ∈ 𝔽=@×7: 符号の⽣成⾏列， 𝑘: パラメータ

𝑡

𝑑

𝐺𝑥

𝑡 ∈ 𝔽=@ : ターゲット

符号語

𝐺𝑥 : 最近符号語

𝑑 = 𝑑(>) 𝐶 𝐺 , 𝑡 = 𝐺𝑥 − 𝑡 >
0@



パラメータ化 𝛾-MDP𝑞
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𝛾-近似最短距離問題 𝛾-MDP𝑞

𝛾-MDP𝑞 = (ΠBCD, ΠE5) ΠBCD = 𝐺, 𝑘 𝜆 𝐶(𝐺) ≤ 𝑘}

ΠE5 = 𝐺, 𝑘 𝜆 𝐶(𝐺) > 𝛾𝑘}

𝐺 ∈ 𝔽=@×7: 符号の⽣成⾏列， 𝑘: パラメータ

0@

符号語



パラメータ化 𝛾-MDP𝑞
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𝛾-近似最短距離問題 𝛾-MDP𝑞

𝛾-MDP𝑞 = (ΠBCD, ΠE5) ΠBCD = 𝐺, 𝑘 𝜆 𝐶(𝐺) ≤ 𝑘}

ΠE5 = 𝐺, 𝑘 𝜆 𝐶(𝐺) > 𝛾𝑘}

𝐺 ∈ 𝔽=@×7: 符号の⽣成⾏列， 𝑘: パラメータ

: 符号語

0@

𝑑
𝐺𝑥 : 0@に最も近い符号語

符号語

𝑑 = 𝜆 𝐶(𝐺) = 𝐺𝑥 >

𝐺𝑥



格⼦，ℓ!-ノルム
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𝑏"𝑚

𝑛

基底

𝐿 𝐵 = B𝑥 𝑥 ∈ ℤ)}

ℓ; -ノルム 𝑣 ; ≔ (∑2G"@ |𝑣|;)"/;

距離 𝑑(;) 𝑣, 𝑣A ∶= 𝑣 − 𝑣 ;

格⼦ 𝐿 の最短ベクトル 𝜆"
(;) 𝐿 := min 𝑣 ; 𝑣 ∈ 𝐿 ∖ {0@}

格⼦ 𝐿 と 𝑡 ∈ ℝ@ の距離 𝑑(;)(𝐿, 𝑡) := min 𝑑(;)(𝑣, 𝑡) 𝑣 ∈ 𝐿

𝑏7⋯

𝐵

格⼦𝐿 ℝ@ の離散加法部分群

𝑣# ∈ 𝐿 𝐵

𝑣* ∈ 𝐿 𝐵

𝑣* + 𝑣#
∈ 𝐿 𝐵

𝑏#

𝑏"



パラメータ化 𝛾-CVP𝑝

53

𝛾-近似最近ベクトル問題 𝛾-CVP𝑝

𝛾-CVP𝑝 = (ΠBCD, ΠE5) ΠBCD = 𝐵, 𝑡 , 𝑘 𝑑(;) 𝐿 𝐵 , 𝑡 ≤ 𝑘}

ΠE5 = 𝐵, 𝑡 , 𝑘 𝑑(;) 𝐿 𝐵 , 𝑡 > 𝛾𝑘}

𝐵 ∈ ℝ@×7: 格⼦の基底， 𝑘: パラメータ

𝑡 ∈ ℤ@ : ターゲット
格⼦点

𝑡



パラメータ化 𝛾-CVP𝑝
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𝛾-近似最近ベクトル問題 𝛾-CVP𝑝

𝛾-CVP𝑝 = (ΠBCD, ΠE5) ΠBCD = 𝐵, 𝑡 , 𝑘 𝑑(;) 𝐿 𝐵 , 𝑡 ≤ 𝑘}

ΠE5 = 𝐵, 𝑡 , 𝑘 𝑑(;) 𝐿 𝐵 , 𝑡 > 𝛾𝑘}

𝐵 ∈ ℝ@×7: 格⼦の基底， 𝑘: パラメータ

𝑡

𝐵𝑥

𝑡 ∈ ℤ@ : ターゲット
𝑑 最近ベクトル

𝑑 = 𝑑(;) 𝐿 𝐵 , 𝑡 = 𝐵𝑥 − 𝑡 ;

格⼦点



パラメータ化 𝛾-SVP𝑝

55

𝛾-近似最短ベクトル問題 𝛾-SVP𝑝

𝛾-SVP𝑝 = (ΠBCD, ΠE5) ΠBCD = 𝐵, 𝑘 𝜆"
(;) 𝐿(𝐵) ≤ 𝑘}

ΠE5 = 𝐵, 𝑘 𝜆"
(;) 𝐿(𝐵) > 𝛾𝑘}

𝐵 ∈ ℝ@×7: 格⼦の基底， 𝑘: パラメータ

𝑏#

𝑏"

基底ベクトル



パラメータ化 𝛾-SVP𝑝
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𝛾-近似最短ベクトル問題 𝛾-SVP𝑝

𝛾-SVP𝑝 = (ΠBCD, ΠE5) ΠBCD = 𝐵, 𝑘 𝜆"
(;) 𝐿(𝐵) ≤ 𝑘}

ΠE5 = 𝐵, 𝑘 𝜆"
(;) 𝐿(𝐵) > 𝛾𝑘}

𝐵 ∈ ℝ@×7: 格⼦の基底， 𝑘: パラメータ

最短ベクトル

基底ベクトル

𝑏#

𝑏"

𝐵𝑥 𝜆"
(;) 𝐿(𝐵) = 𝐵𝑥 ;



符号と格⼦に関するパラメータ化計算量
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𝛾-SVP𝑝 𝛾 ∈ [1, 2#/,] 𝛾 ≥ 1

𝑝 ∈ (1,∞) W[1]困難
[BCGR23]

W[1]困難
[BCGR23]

𝑝 ∈ [1,∞) W[1]困難
[BCGR23]

Open 
problem

𝛾-MDP𝑞 𝛾 ≥ 1

𝑞 = 2 W[1]困難
[BBE+21]

𝑞 ≥ 2 W[1]困難
[BCGR23]

𝛾-NCP𝑞 𝛾 ≥ 1

𝑞 ≥ 2 W[1]困難
[BBE+21]

𝛾-CVP𝑝 𝛾 ≥ 1

𝑝 ≥ 1 W[1]困難
[BBE+21]
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𝛾-NCP 問題から𝛾-MDP 問題への
乱択FPT帰着[BCGR23]



符号と格⼦に関するパラメータ化計算量
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𝛾-SVP𝑝 𝛾 ∈ [1, 2#/,] 𝛾 ≥ 1

𝑝 ∈ (1,∞) W[1]困難
[BCGR23]

W[1]困難
[BCGR23]

𝑝 ∈ [1,∞) W[1]困難
[BCGR23]

Open 
problem

𝛾-MDP𝑞 𝛾 ≥ 1

𝑞 = 2 W[1]困難
[BBE+21]

𝑞 ≥ 2 W[1]困難
[BCGR23]

𝛾-NCP𝑞 𝛾 ≥ 1

𝑞 ≥ 2 W[1]困難
[BBE+21]

𝛾-CVP𝑝 𝛾 ≥ 1

𝑝 ≥ 1 W[1]困難
[BBE+21]



𝛾-MDP𝑞 のW[1]困難性の証明について
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𝛾-MDP𝑞 𝛾 ≥ 1

𝑞 = 2 W[1]困難
[BBE+21]

𝑞 ≥ 2 W[1]困難
[BCGR23]

𝛾-NCP𝑞 𝛾 ≥ 1

𝑞 ≥ 2 W[1]困難
[BBE+21]

[BCGR23]

𝛾-NCP𝑞 から 𝛾-MDP𝑞 への乱択FPT帰着により
𝛾-MDP𝑞 のW[1]困難性を証明

証明に⽤いた技術
・Local dense code
・Affine to linear 帰着[Kho05]

時間の都合上，𝛾-CVP𝑝 から 𝛾-SVP𝑝 への乱択FPT帰着
によるW[1]困難性の証明[BCGR23]は省略．

証明のアイディアは𝛾-NCP𝑞 から 𝛾-MDP𝑞 に似ている．
証明技術 Local dense code + Affine to linear 帰着



乱択FPT帰着
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両側エラー乱択FPT帰着 𝑓
パラメータ約束問題 (ΠBCD, ΠE5) をパラメータ約束問題 (Π′BCD, Π′E5) に

変換する関数 𝑓 で次を満たすもの．

・𝑓はFPTアルゴリズムで計算できる
・ある計算可能関数 𝑔 が存在し 𝑑 ≤ 𝑔(𝑘)

・(𝑥, 𝑘) ∈ ΠBCD ⇒ Pr 𝑦, 𝑑 ∈ ΠABCD ≥ 2/3

・(𝑥, 𝑘) ∈ ΠE5 ⇒ Pr [(𝑦, 𝑑) ∈ ΠAE5] ≥ 2/3



Locally dense code
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ℬ@
> 𝑟 = {𝑥 ∈ 𝔽=

@
| 𝑐 > ≤ 𝑟}

Locally dense code
(𝐴 ∈ 𝔽=@×7, 𝑠 ∈ 𝔽=@) が (𝛼, 𝑑, 𝑁)-locally dense codeとは，
次を２つを満たす符号のこと．

・𝜆 𝐴 ≥ 𝑑

・ (C 𝐴 − s ∩ ℬ@
> 𝛼𝑑 | ≥ 𝑁

(𝛼, 𝑑, 𝑁)-locally dense codeは BCH符号から構成できる．



𝛾-NCP から𝛾-MDP への帰着[BCGR23]
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(𝐴 ∈ 𝔽=@A×7A, 𝑠 ∈ 𝔽=@A)： (𝛼, 𝑑, 𝑁)-locally dense code  (𝛾𝑘 = 𝑑> 𝑘A)

𝐺A ≔ 𝐺 0 −𝑡
0 𝐴 −𝑠

Step 1：⽣成⾏列 𝐴, 𝐺 を組み合わせて新たな符号を作る．

𝑘A ≔ 𝑘 + 𝛼𝑑

𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 Yes問題例→ |C 𝐺′ ∩ ℬ@I@A
> 𝑘′ | ≥ 𝑁

𝐺′, 𝑘′ が 𝛾′-MDP𝑞 No問題例といえそうにない．

𝐺′, 𝑘′ が 𝛾′-MDP𝑞 Yes問題例である．

𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 No問題例→ |C 𝐺′ ∩ ℬ@I@%
> 𝛾𝑘 | ≤ |ℬ@

> (𝛾𝑘)|

中⼼ 0!"!# Hw半径𝑘#

範囲内の符号語

𝐺, 𝑠, 𝑘 ： 𝛾-NCP𝑞 の問題例

中⼼ 0!"!# Hw半径𝛾𝑘の
範囲内の符号語

0#$#%



𝛾-NCP から𝛾-MDP への帰着[BCGR23]
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𝐺A ≔ 𝐺 0 −𝑡
0 𝐴 −𝑠 𝑘A ≔ 𝑘 + 𝛼𝑑

𝐺, 𝑠, 𝑘 がYes問題例なら 𝐺𝑥 − 𝑡 > ≤ 𝑘 となる 𝑥 が存在する．

𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 のYes問題のとき

|C 𝐺′ ∩ ℬ@I@A
> 𝑘′ | ≥ 𝑁 なので 𝐺′, 𝑘′ は 𝛾′-MDP𝑞 の Yesの問題例である．

(𝐴, 𝑠) は(𝛼, 𝑑, 𝑁)-locally dense code なので，
𝐴𝑦 − 𝑠 > ≤ 𝛼𝑑 を満たす 𝑦 が 𝑁個以上存在する．

𝐺′(𝑥, 𝑦, 1) > = 𝐺𝑥 + 𝐴𝑦 − 𝑠 − 𝑡 > ≤ 𝐺𝑥 − 𝑡 > + 𝐴𝑦 − 𝑠 > ≤ 𝑘 + 𝛼𝑑 = 𝑘′．



𝛾-NCP から𝛾-MDP への帰着[BCGR23]
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𝐺A

𝐺′(𝑥, 𝑦, 𝛽) > について

𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 のNo問題例→ ∀𝑥 ∈ 𝔽=7, 𝛽 ∈ 𝔽= ∖ {0}， 𝐺𝑥 − 𝛽𝑠 > ≥ 𝛾𝑘 = 𝑑

𝐺

𝐴

0

0

−𝑠

−𝑡

𝑥

𝛽

𝑦

𝐺𝑥 − 𝛽𝑠

𝐴𝑦 − 𝛽𝑡× = 𝐺′(𝑥, 𝑦, 𝛽) > ≥ 𝐺𝑥 − 𝛽𝑠 >

𝐺′(𝑥, 𝑦, 𝛽) > ≥ 𝐴𝑦 − 𝛽𝑡 >

𝐺A の構造により

↑ 𝛾-NCP𝑞 の定義に scaling argumentを適⽤すると⽰せる

𝛽 ≠ 0 のとき， 𝐺′(𝑥, 𝑦, 𝛽) > ≥ 𝐺𝑥 − 𝛽𝑠 > > 𝛾𝑘

𝛽 = 0, 𝑦 ≠ 0 のとき， 𝐺′(𝑥, 𝑦, 𝛽) > ≥ 𝐴𝑦 − 𝛽𝑡 > > 𝑑 = 𝛾𝑘

𝛽 = 0, 𝑦 = 0 のとき， 𝐺′(𝑥, 𝑦, 𝛽) > = 𝐺𝑥 >

|C 𝐺′ ∩ ℬ@I@%
> 𝛾𝑘 | ≤ |ℬ@

> (𝛾𝑘)|
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𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 Yes問題例→ |C 𝐺′ ∩ ℬ@I@A
> 𝑘A | ≥ 𝑁

𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 No問題例 → |C 𝐺′ ∩ ℬ@I@%
> 𝛾𝑘 | ≤ |ℬ@

> (𝛾𝑘)| (𝛾𝑘 = 𝑑> 𝑘A)

Step 2：𝑁 > 100 |ℬ@
> (𝛾𝑘)|，ランダム符号と𝐶(𝐺′) の共通部分

をとり．符号𝐶(𝐺′′) をつくる．おおよそ確率1/𝑁 で
𝐶(𝐺′)の各符号が残るほどにパラメータ調節する．

0#$#%

0#$#%0#$#%

𝛾-NCP𝑞 Yes問題例

𝛾-NCP𝑞 No問題例
疎にする

C 𝐺′ ∩ ℬ@I@A
> 𝑘A

C 𝐺′ ∩ ℬ@I@%
> 𝛾𝑘

C 𝐺′′ ∩ ℬ@I@A
> 𝑘A

C 𝐺′′ ∩ ℬ@I@%
> 𝛾𝑘
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𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 Yes問題例→ |C 𝐺′ ∩ ℬ@I@A
> 𝑘A | ≥ 𝑁

𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 No問題例 → |C 𝐺′ ∩ ℬ@I@%
> 𝛾𝑘 | ≤ |ℬ@

> (𝛾𝑘)| (𝛾𝑘 = 𝑑> 𝑘A)

Step 2：𝑁 > 100 |ℬ@
> (𝛾𝑘)|，ランダム符号と𝐶(𝐺′) の共通部分

をとり．符号𝐶(𝐺′′) をつくる．おおよそ確率1/𝑁 で
𝐶(𝐺′)の各符号が残るほどにパラメータ調節する．

𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 Yes問題例→ |C 𝐺′′ ∩ ℬ@I@A
> 𝑘A | ≥ 2が

ある程度⾼い確率で期待できる．

𝐺, 𝑠, 𝑘 が 𝛾-NCP𝑞 No問題例→ C 𝐺′′ ∩ ℬ@I@%
> 𝛾𝑘 = {0@I@A} が

ある程度⾼い確率で期待できる．

0#$#%

0#$#%
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近似因⼦
𝛾(𝑛) 𝑂(1) 𝑂( 𝑛)𝑂( 𝑛/ log 𝑛) 𝑂(𝑛) 𝑂(𝑛#) 𝑂(2$%&'%&'$/%&'$)

CryptographyHardness Hardness barriers Algorithms

𝑛 次元格⼦での𝛾-SVP2 の困難さ [Ben23]

SIS が困難 LWE が困難 𝛾-SVP ∈ P𝛾-SVP 
∈ coNP

𝛾-SVP 
∈ coAM

NP ⊈ RP
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⾮決定性計算

⋯

受理

拒否
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⾮決定性計算

⋯

受理

拒否

計算の枝を並べてみる
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⾮決定性計算

⋯

受理

拒否

⋯

計算の枝を並べてみる
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⾮決定性計算

⋯

受理

拒否

⋯
⋮

計算の枝を並べてみる
直観的に，⾮決定性計算では，
決定性計算を並列に実⾏できる
程度の能⼒がある．


